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Rekursion

Wir kommen nun zu einem ganz neuen Thema, ndmlich dem Prinzip der Rekursion. Viele
Aufgaben, zu denen man einen 16senden Algorithmus sucht, lassen sich durch Rekursion 16-
sen. Bevor wir aber in das Thema Rekursion einsteigen, mochte ich zuvor noch auf den Un-
terschied zwischen streng algorithmisch 16sbaren Aufgaben und heuristisch zu l6senden Auf-
gaben hinweisen. Streng algorithmisch 16sbare Aufgaben sind solche, bei denen auch der
Mensch nach einem Algorithmus verfahren wiirde, wenn er die Losung ohne Rechner finden
miisste. Man denke hier an die Multiplikation mehrstelliger Zahlen. Heuristisch zu 16sende
Aufgaben sind solche, bei denen der Mensch die Aufgabe 16sen kann ohne dass ihm bewusst
wird, wie er die Aufgabe 10st. Solche Aufgaben gehdren in den Bereich der kiinstlichen Intel-
ligenz. Ein typisches Beispiel hierfiir ist die Erkennung von Sprechern an ihrer Stimme. Jeder
Mensch ist in der Lage, sprechende Personen, die er nicht sieht, aber die er schon lange kennt,
an ihrer Stimme zu erkennen. Man erhilt aber keine brauchbare Antwort, wenn man den
Menschen fragt, wie er das denn macht. Heuristik ist die experimentelle Losungssuche. Man
erfindet einen Losungsansatz, von dem man vermutet, dass er moglicherweise eine mehr oder
weniger brauchbare Losung darstellt, und iiberpriift dann die Brauchbarkeit dieses Ansatzes.
In den Bereich der Heuristik gehort auch das Programmieren von Computern fiir das Schach-
spiel. In diesen Féllen wird nicht das nachgebildet, was im Kopf eines menschlichen Schach-
spielers vorgeht.

Als erstes Beispiel, fiir das wir eine elegante rekursive Losung angeben konnen, betrachten
wir das Spiel ,, Tiirme von Hanoi®. In diesem Spiel besteht ein Turm aus aufeinanderliegenden
runden Scheiben, bei denen die grofte unten und die kleinste oben liegt. Die Scheiben haben
alle ein Loch in der Mitte, welches dazu dient, die Scheiben jeweils an einer von drei durch
Stifte definierten Positionen auf dem Spielbrett zu positionieren (siehe Bild 41). Zu Beginn
des Spiels sitzt der Turm auf der linken Position. Die Aufgabe besteht darin, den Turm auf die
rechte Position zu transportieren unter Beachtung der folgenden beiden Bedingungen:

1. Pro Schritt darf immer nur eine Scheibe bewegt werden.

2. Esdarfnie eine groflere Scheibe auf eine kleinere gelegt werden.
Fiir dieses Spiel gibt es eine optimale Schrittfolge mit 2™ —1 Schritten, wobei m die Anzahl
der Scheiben ist. Mit dieser Minimalzahl von Schritten kommt man aus, wenn man im ganzen
Spiel keinen einzigen falschen Schritt tut. Die Aufgabe besteht nun darin, diese Schrittfolge
fiir eine variable Scheibenanzahl m zu bestimmen.

Bild 41 Tirme von Hanoi

Bei der Suche nach einem Losungsalgorithmus fiir irgendein Problem ist es immer zweckma-
Big, sich zuerst einmal zu fragen, ob es nicht eine einfache rekursive Losung gibt. Unabhingig
von der aktuellen Aufgabe besteht eine rekursive Losung immer aus den folgenden Bestim-
mungsstiicken:

65



Prof. Dr.-Ing. Siegfried Wendt Skript zur Vorlesung
Hasso-Plattner-Institut fiir Softwaresystemtechnik ,,Konzepte der Programmierung I*
Potsdam WS 2004/05

Es gibt immer mindestens einen Fall, wo die Losung trivial ist und unmittelbar auf der Hand
liegt. Im Beispiel der Tiirme von Hanoi ist dies das Spiel mit nur einer Scheibe. Dann muss
man nur diese Scheibe von der Startposition auf die Zielposition legen und ist fertig.

Das zweite Bestimmungsstiick einer rekursiven Losung besteht in der sogenannten Argument-
reduktion. Man sucht nach einer Konstruktion einer Losung fiir die urspriinglich gegebene
Aufgabe unter der Annahme, dass man den gleichen Aufgabentyp mit einem reduzierten Ar-
gument schon gelost hétte. In unserem Beispiel heilt dies, dass wir die Losung fiir m Schei-
ben konstruieren wollen unter der Annahme, wir wiissten schon, wie die Losung fiir m —1
Scheiben aussieht. Die Argumentreduktion muss die Bedingung erfiillen, dass man durch end-
lich viele Reduktionsschritte von der urspriinglichen Aufgabenstellung zu der trivialen Auf-
gabenstellung gelangt, fiir die man die Losung schon kennt. In unserem Falle gelangt man
durch sukzessive Verringerung der Scheibenanzahl um 1 von jeder beliebigen Scheibenanzahl
m>1 nach endlich vielen Schritten zur Scheibenanzahl 1.

Wir nehmen an, das Spiel solle mit 7 Scheiben gespielt werden. Dann lautet die rekursive Lo-
sung:

,» I ransportiere den Turm aus 6 Scheiben von der linken Startposition auf die mittlere Hilfspo-
sition. Anschlieend bewege die siebte, also die groBite Scheibe von der linken Startposition
zur rechten Zielposition. Zuletzt transportiere den Turm aus 6 Scheiben von der Hilfsposition
in der Mitte zur rechten Zielposition.*

Die allgemeine Formel fiir die rekursive Losung lautet:

(start — ziel) falls m=1
H ( m Scheiben von start Gber hilf nach ziel ) =

H (m-1, start, ziel, hilf) = (start — ziel) « H (m-1, hilf, start, ziel)

In dieser Formel ist durch den dicken Punkt der sogenannte Konkatenationsoperator symboli-
siert, der das Hintereinanderhidngen von Folgen verlangt.

Wer noch nicht mit der Verwendung von Rekursion vertraut ist, hat anfanglich Schwierigkei-
ten, eine rekursiv formulierte Losung liberhaupt als Losung zu akzeptieren. Denn wenn man
nicht weil}, wie die Losung mit 7 Scheiben aussieht, dann weill man doch auch nicht, wie sie
mit 6 Scheiben aussieht. Wir werden spéter aber sehen, dass es einen systematischen Weg
gibt, die rekursiv formulierte Losung in eine konkrete Schrittfolge umzusetzen.

Jetzt soll aber erst noch gezeigt werden, dass es fiir die ,,Tiirme von Hanoi* auch eine nicht
rekursive Losung gibt. Diese ist aber nicht so leicht zu finden wie die rekursive Losung.

Bei einer Anlayse der optimalen Spielschrittfolge, die sich aus der rekursiven Lésung ergibt,
erkennt man die folgenden Zusammenhénge:

Erste Erkenntnis:

Die Scheiben lassen sich in zwei Gruppen einteilen, die durch ihren Wegetyp gekennzeichnet
sind (siehe Bild 68). Bei einer Analyse des optimalen Spiels stellt man nédmlich fest, dass alle
schattierten Scheiben einen gemeinsamen Weg gehen und alle unschattierten Scheiben einen
anderen gemeinsamen Weg gehen.
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| | | Weg der zweitgroRten Scheibe
| | und der anderen hellen Scheiben

@ Weg der groften Scheibe und
| | der anderen dunklen Scheiben

Bild 68 Einteilung der Hanoischeiben nach ihrem Wegetyp

Eine geschickte Codierung von Scheibenpositionen und Wegetypen sieht wie folgt aus:
- Positionen: {LINKS, MITTE, RECHTS} s {0, 1, 2}
- Wegetypen: {wieGrdRteScheibe, wieZweitgrdRteScheibe} & {-1, +1}

Denn dann kann die néchste Position aus der aktuellen Position einfach wie folgt berechnet
werden:
nachstePosition = (aktuellePosition + Wegetyp)mod 3

Zweite Erkenntnis:

Im ersten und in allen weiteren Schritten mit ungerader Ordnungsnummer wird die kleinste
Scheibe bewegt. Da kann man auf die Idee kommen, die Ordnungsnummern der Spielsituati-
onen als Dualzahlen zu codieren und zu schauen, ob man daraus die Information gewinnen
kann, in welcher Reihenfolge die Scheiben bewegt werden miissen.

In Bild 68a wird das Spiel mit 4 Scheiben betrachtet, bei dem es 16 Spielsituationen und 15
Spielschritte gibt. Rechts auflen sind die Spielschritte aufgefiihrt, die man aus der rekursiven
Losung kennt. Man erkennt schnell, dass iiberall dort, wo in einer Scheibenspalte ein Uber-
gang von 0 nach 1 vorkommt, die zugehorige Scheibe versetzt werden muss. Welchen Weg
sie dabei nimmt, ergibt sich aus ihrem Wegetyp nach Bild 68.
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Scheibendurchmesser —» 4 3| 2 1
Siellengewicht 2|22 |2 Spielschritt
RN R B Scheibe mit | wird versetzt auf
8|4 ]| 2 1 "
Ordnunasnummer Durchmesser Position
J =
der Spielsituation
0 0Oo|l0]O0]j]oO Y Y
1 M
1 ojfo0foO 1
2 R
2 0|0 1 0
1 R
3 0jo 1 1
3 M
4 0 1 0o
1 L
5 0 1 0 1
2 M
6 0 1 1 0
1 M
7 0oq]1 1 1
4 R
8 1 o(0fj]oO
1 R
9 1 0o 1
2 L
10 1 0 1 0
1 L
11 1 0 1 1
3 R
0 1 1 oo
1 M
13 1 1 0 1
2 R
14 1 1 1 0
1 R
15 1 1 1 1

Bild 68a Die optimale Folge der Spielschritte bei einem Spiel mit 4 Scheiben

Als zweites Beispiel einer rekursiven Formulierung betrachten wir die Fakultéitsfunktion
0'=1 und nl=1x% 2% 3% .,  *(n-l)*n fiir n>0

Im Falle der Fakultét gibt es keinen Grund, nach einer rekursiven Formulierung zu suchen,
denn die Berechnung der Fakultit nach dem gegebenen iterativen Schema ist ja sehr einleuch-
tend. Man kann aber feststellen, dass Mathematiker die Rekursion so sehr lieben, dass sie sie
auch in Fillen anwenden, wo man sie nicht braucht. Die rekursive Definition der Fakultéts-
funktion lautet:
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1 falls n=0

n*(n-1)! falls n>0

Auch in diesem Fall finden wir wieder den trivialen Fall, fiir den die Lésung unmittelbar ge-
geben ist. Daneben finden wir wieder die Argumentreduktion, die auch in diesem Fall durch
Subtraktion von 1 gegeben ist. Auch diese Subtraktion von 1 fiihrt in endlich vielen Schritten
zu dem trivialen Fall.

Der Begriff der Rekursion wurde nicht erst im Zusammenhang mit Computern und deren
Programmierung erfunden. Rekursion ist ein lange bekannter mathematischer Begriff. Es
handelt sich letztlich nur um eine spezielle Variante der sogenannten ,,vollstdndigen Indukti-
on“, die ein bestimmtes Prinzip zum Beweis von Allaussagen ist. Mit dem Prinzip der voll-
stdndigen Induktion beweist man Sitze der Form
,Fur alle Elemente x; einer diskreten geordneten unendlichen Folge gilt das Pradikat P(x;).*
Der Beweis besteht aus zwei Teilen:

(1) Man zeigt, dass P(x;) gilt.

(2) Man zeigt, dass aus der angenommenen Giiltigkeit von P(x,) fiir beliebige Werte

der natiirlichen Zahl n die Giiltigkeit von P(x,+;) folgt.

Auf die Rekursion iibertragen entspricht der Teil (1) der bekannten Losung fiir das Trivialar-
gument, und der Teil (2) entspricht der Konstruktion der Losung fiir das urspriingliche Argu-
ment unter Verwendung der angenommenen Bekanntheit der Losung fiir das reduzierte Ar-
gument.

Eine rekursive Losung ist oft die erste, die man zu einer gegebenen Aufgabe findet. In diesem
Fall ist die formulierte Losung gut verstidndlich wie im Beispiel der Tiirme von Hanoi. Anders
liegt der Fall im Beispiel der Fakultdtsfunktion, wo die iterative Formulierung sehr viel leich-
ter verstdndlich ist als die rekursive. In diesem Fall kann man die rekursive Formulierung
vermutlich nur dann leicht verstehen, wenn man die iterative Formulierung schon kennt.

Haufig ist eine rekursiv formulierte Losung nicht optimal in Hinblick auf Rechenzeit und
Speicherplatz. Deshalb ist es immer angebracht zu fragen, ob es zu der Aufgabe, die man re-
kursiv gelost hat, nicht doch noch eine fiir die Berechnung aufwandsgiinstigere nichtrekursive
Losung gibt.

Die 5. Ubungsaufgabe als Beispiel fiir Rekursion

Die erste Aufgabe, wo Sie eine rekursive Losung formulieren sollen, ist die 5. Ubungsaufga-
be. In diesem Beispiel kommen zwei Rekursionen vor, von denen die eine im Programm be-
reits ausformuliert ist. Sie miissen also nur die zweite Teilaufgabe 16sen, die auch eine Rekur-
sion erfordert.

Bei dieser Aufgabe geht es darum, dass zuerst per Interaktion zwischen dem Benutzer und

dem Rechner ein Bindrbaum eingegeben wird, zu dem dann anschlieend ein Zahlenwert be-
rechnet werden soll. Die einzugebenden Biume sind sogenannte arithmetische Binidrbdume,
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bei denen in den Bléttern Zahlen stehen und in den Nichtbléttern arithmetische Operatoren.
Bild 42 zeigt ein Beispiel.

Zellenhummer

im Knotenspeicher
(siehe Bild 44)

Bild 42 Beispiel eines arithmetischen Bindrbaums

Jedem Knoten in einem solchen Baum ist ein Zahlenwert zuordenbar, den Blittern der hin-
eingeschriebene Zahlenwert und den Operatoren das Ergebnis, welches man durch arithmeti-
sche Verkniipfung aus den beiden am Operator hingenden Teilbaumwerten erhlt.

Bild 43 zeigt das Schichtungsbild fiir das Programm der 5. Ubungsaufgabe. Die Prozedur
wert ist diejenige, die von Thnen programmiert werden soll. In dem Schichtungsplan ist er-
kennbar, dass die Prozeduren wert und grow rekursiv aufgerufen werden, denn es gibt fiir
beide Prozeduren ein Aufrufkringel, zu dem es einen Weg gibt, der von unten nach oben
fiihrt. Im Falle der Rekursion ist also das eigentliche Schichtungsprinzip durchbrochen, wel-
ches nur einen eindeutigen Abstieg von oben nach unten erlaubt. Es lasst sich aber auch im
Falle der Rekursion immer feststellen, woher der erste Aufruf einer Prozedur kommt. Bevor
die Prozedur wert sich selbst aufrufen kann, muss sie zuerst einmal von ma in aufgerufen
worden sein. Entsprechendes gilt fiir die Prozedur grow.

| grow | wert

| newnode | | selectnodetype |

Bild 43  Schichtungsplan eines Programms zur Eingabe und Wertbestimmung
eines arithmetischen Bindrbaums
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Fiir die Prozedur grow gilt das folgende rekursive Konzept:

(Erzeugung der Wurzel als Blatt) falls ein Blatt gewiinscht wird

grow(baum) =

(Erzeugung der Wurzel als Operatorknoten) = grow(linker Unterbaum) = grow(rechter Unterbaum)

An dieser Stelle weise ich darauf hin, dass das von mir vorgegebene Programm grow nicht
robust ist gegen Eingabefehler. Es wurde einfach angenommen, dass Sie bei der Eingabe fiir
die Inhalte von Blattknoten tatsidchlich nur Zahlen eingeben und fiir die Inhalte von Operator-
knoten nur Operatoren. Da es sich nicht verhindern lisst, dass sich ein Benutzer bei der Ein-
gabe nicht an die Vereinbarungen hilt, darf man ein solches Programm nie tatsichlich als
Produktprogramm ausliefern. In unserem Falle aber, wo wir uns auf die Rekursion konzent-
rieren wollen, erschien es mir besser, die Forderung nach Robustheit nicht zu erfiillen, weil
sonst zuviel Programmcode entstanden wére, der das Rekursionsprinzip tiberdeckt hitte.

Fiir die von Ihnen zu gestaltende Prozedur wert gilt das folgende rekursive Schema:

(Zahl aus der Wurzel) falls die Wurzel ein Blatt ist

wert(baum) =

Verknipfung [ wert(linker Unterbaum)  <Operator aus der Wurzel> wert(rechter Unterbaum) |

S ske sk sfe sfe ke sfe she s st sfe sk sk she she sk sfe she sk st sfe sk st sfe she sk sfe sfe sk sfe sfe sie st she sk sie she she s st she s st she sk st sfe she sk sfe sfe sie st sfe sk sk she sk sk st she sk st sfe sk sk sfeoskeosie sfeskeoske skeskeosk

Speicherstruktur fiir das Ubungsbeispiel

In unserer Aufgabe miissen wir die offene Datenstruktur ,,Bindrbaum‘ realisieren, denn wir
konnen zum Zeitpunkt der Programmierung nicht wissen, wie grof3 ein Baum werden wird. Es
liegt ja in der Entscheidung des eingebenden Benutzers, wie grofl der Baum wird.

Zur Realisierung offener Datenstrukturen bendtigt man eine Speicherverwaltung, bei der man
Speicherzellen anfordern kann und die dem Anfordernden einen Pointer zur Identifikation der
bereitgestellten Speicherzelle zuriickliefert. In vielen hheren Programmiersprachen ist das
Ansprechen der Speicherverwaltung durch verhaltnismafig komfortable Sprachkonstrukte
moglich. Im Falle von C muss man aber die Speicherverwaltung auf sehr tiefer maschinenna-
her Ebene ansprechen, denn C ist keine reine hhere Programmiersprache, sondern enthélt
durchaus Mdglichkeiten, wie sie ein Assembler bietet. C ist eigentlich eine Sprache fiir die
Systemprogrammierung und nicht fiir die Anwendungsprogrammierung.

Damit Sie in C nicht eine Speicherverwaltung auf sehr tiefer Ebene benutzen miissen, habe
ich Thnen eine iibersichtliche Speicherstrukturierung vorgegeben. Bild 44 zeigt meine vorge-
gebene Struktur.
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knotenid
der Wurzel
- el
0| noleaf mal 1 2
1 leaf 5
2| noleaf plus 3 4
3| leaf 2 lastfilled
4| leaf 6

— [ [ —
l’\__/

98

99

100

ARRAY knotenspeicher[100]

Bild 44 Speicherung des arithmetischen Bindrbaums aus Bild 42 in einem Array

Die Reihenfolge der Eintrige ergibt sich aus der sogenannten Linksabwicklung des Baumes.
Eine Linksabwicklung ist gegeben, wenn man beim Abstieg von einem Knoten zu seinen
Teilknoten immer zuerst den linken Weg beschreitet und erst spéter den rechten Weg (sieche
die Ordnungsnummern in Bild 42).

Von der Rekursion zur Wiederholung

Nun behandeln wir die Methode, die es ermoglicht, eine rekursiv formulierte Lésung in eine
Schrittfolge zu {iberfithren. Im Zentrum dieser Methode steht das sogenannte Stack-Prinzip.
Stack ist das englische Wort fiir Stapel; man denke an einen Stapel von Akten oder von Tel-
lern. Fiir die Nutzung des Stack-Prinzips ist es irrelevant, ob der Stack mit einem festen Bo-
den oder mit einer festen Oberkante realisiert wird. Das anschauliche Beispiel fiir einen Stack
mit festem Boden ist ein Stapel von Biichern oder Tellern auf einem Tisch. Wenn ein Element
von diesem Stapel entnommen wird oder ein weiteres Element auf diesen Stapel gelegt wird,
verschiebt sich die Oberkante des Stapels, wihrend der Boden, auf dem der Stapel steht, seine
Lage beibehilt. Es gibt aber auch Stapel, insbesondere Stapel von Tellern oder Tabletts in
Kantinen, bei denen die Oberkante ihre Lage beim Entnehmen oder beim Hinzufiligen von
Elementen ihre Lage nicht dndert, weil hier der Boden beweglich ist. Der Boden ist in diesem
Fall gefedert in einem Gehiuse befestigt; wenn ein Element auf den Stapel gelegt wird, erhoht
sich das Gewicht des Stapels und driickt den Boden genau um so viel nach unten, wie das
neue Element an Hohe hinzubringt.

Im Bereich der Programmierung wird der Stack immer dann verwendet, wenn es darum geht,

eine aktuell bearbeitete Aufgabe zu Gunsten einer neu gestellten dringlicheren Aufgabe vor-
laufig zuriickzustellen. Man stelle sich vor, man sitze am Schreibtisch und bearbeite gerade
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ein bestimmtes Schriftstiick. Es kann nun vorkommen, dass man gebeten wird, die Arbeit zu
unterbrechen, um eine dringlichere Aufgabe zu beginnen; in diesem Fall wird man das
Schriftstiick zur Seite legen und mit einem leeren Papier die neue Aufgabe in Angriff nehmen.
Auch dabei kann man wieder unterbrochen werden und wird dann auch dieses Papier wieder
auf den Stapel legen, der auf diese Weise immer hoher werden kann. Erst wenn die dring-
lichste Aufgabe erledigt ist, wird man sich vom Stapel die Unterlagen herunternehmen, die
ganz oben liegen. Denn im Stapel sind die Unterlagen gemiB ihrer Dringlichkeit geordnet:
Ganz unten liegt die am wenigsten dringliche Aufgabe, und ganz oben liegt die dringlichste
Aufgabe, die fortgesetzt werden kann, wenn die aktuelle Aufgabe erledigt ist.

Dass das Stack-Prinzip genau das richtige Prinzip fiir die Realisierung rekursiv formulierter
Losungen ist, erkennt man leicht, indem man das Beispiel der Fakultitsberechnung betrachtet.
Die urspriingliche Aufgabe bestehe darin, die Fakultdt zum Argument 4 zu berechnen. Die
rekursive Definition sagt nun,

dass die Berechnung von 3! dringlicher ist als die Berechnung von 4!, und
dass die Berechnung von 2! dringlicher ist als die Berechnung von 3!, und
dass die Berechnung von 1! dringlicher ist als die Berechnung von 2! und
dass die Berechnung von 0! dringlicher ist als die Berechnung von 1!.

Es ergibt sich somit die Folge von Belegungen des Aufgaben-Stack, die in Bild 45 dargestellt
ist.

or=1
11=1*0! 11=1*0! 1M=1"1=1
21=2"11 20=2*11 21=2"11 20=2*11 20=2"1=2
31=32! 3!=3"2! 31=3"2! 3!=3"2! 31=3"2! 3!I=3"2! 31=32=6
41 =431 41 =431 41 =431 41 =431 41=4*3! 41 =431 41=4*3! 41=4*31 |41=46=24

Zeit

o

Bild 45 Folge der Belegungen des Stacks bei der Berechnung der rekursiv definierten
Fakultitsfunktion fiir das Argument 4

Zur Benennung von Operationen bzw. Funktionen beziiglich eines Stacks sind die folgenden
Bezeichner international iiblich:

PUSH (e) Lege das Element e oben auf den Stack.
TOP Sage mir, welches Element aktuell oben auf dem Stack liegt.
POP Entferne das oberste Element vom Stack.

HEIGHT bzw. DEPTH Sage mir wieviele Elemente aktuell im Stack liegen.

Die Funktion TOP und die Operation POP sind nur bei einem nichtleeren Stack definiert.

Der Stack wird héaufig als sogenannter LIFO-Speicher bezeichnet. LIFO ist die Abkiirzung fiir
,last in, first out®. Dadurch wird zum Ausdruck gebracht, dass das letzte Element, welches

auf den Stack gelegt wird, das erste sein wird, welches wieder herunter genommen werden
kann. Es gibt nicht nur die Vorstellung des vertikalen Stacks, sondern man kann sich auch ei-
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nen horizontalen Stack vorstellen. Denken Sie an einen sehr schmalen, aber tiefen Fahrstuhl,
in den nacheinander Personen eintreten. Die erste Person wird, wenn der Fahrstuhl anféhrt,
ganz hinten an der Wand stehen, wéhrend die Person, die zuletzt eingetreten ist, ganz vorne
an der Tiire steht. Wenn der Fahrstuhl dann seine Zielposition erreicht hat und die Tiire wie-
der aufgeht, wird die Person, die als letzte in den Fahrstuhl eingetreten ist, als erste den Fahr-
stuhl wieder verlassen.

Wenn wir danach fragen, wie eine rekursiv definierte Funktionsberechnung in eine Schrittfol-
ge tiberfiihrt wird, fragen wir eigentlich danach, was der Compiler aus dem in hoherer Spra-
che formulierten Programm macht. Wir betrachten hierzu die folgende Kombination aus ei-
nem Hauptprogramm und einem Funktionsprogramm:

Hauptprogramm: Funktionsprozedur:
{ DEF INTEGER fak (INTEGER m)
n:=READ () ; {
PRINT (fak (n)) ; IF m=0 THEN RETURN 1
} ELSE RETURN m*fak (m-1) ;

}

Der Compilerbauer muss festlegen, in welcher konkreten Form er den Stack verwenden will.
Das bedeutet, dass er festlegen muss, wie die sogenannte PRE-Belegung und die sogenannte
POST-Belegung des Stacks aussehen sollen. Mit PRE-Belegung bezeichnen wir die Stack-
Situation, die der Auftragnehmer vom Auftraggeber iibergeben bekommt. Mit POST-
Belegung bezeichnen wir die Stack-Situation, die der Auftraggeber als Ergebnis vom Auf-
tragnehmer zuriick bekommt. Im Beispiel der Fakultitsberechnung ist es zweckmiBig, die
PRE- und POST-Belegungen so festzulegen, wie es das Bild 46 zeigt: In der PRE-Belegung
liegt als oberstes Element das Argument n auf dem Stack, und in der POST-Belegung liegt
anstelle des Arguments das Ergebnis n! als oberstes Element auf dem Stack. Der PRE-Stack
und der POST-Stack haben also die gleiche Hohe und sie unterscheiden sich nur beziiglich
des obersten Elements.

PRE-Stack POST-Stack
TOP = Argument n TOP = Ergebnis n!
Rest Rest

PRE-Rest = POST-Rest

Bild 46 PRE- und POST-Stack fiir die rekursiv definierte Fakultitsberechnung

Welche Stack-Belegungen bei der Berechnung von 4! aufeinander folgen, und wie sie in
PRE- und POST-Belegungen unterteilt sind, zeigt das Bild 47.
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5. Aufruf 0 @ 1. Return
1 1 U @ 2. Return

z 2 2 2 UT@
2. Aufruf 3 3 3 3 3 3 Lﬁ} @
1. Aufruf \4 4 4 4 4 4 4 4 4 Li) ’/ 5. Return

PRE1 PRE2 PRE3 PRE4 PRE5 POST5 POST4 POST3 POST2 POST1

Bild 47 Folge der Stack-Belegungen bei der Berechnung von 4!

Wir haben imperative Programme, soweit sie noch keine Rekursion enthielten, stets in Form
eines Petrinetzes dargestellt. Es stellt sich nun die Frage, ob es nicht auch moglich ist, das
Konzept der Rekursion mit dem Konzept des Petrinetzes zu verbinden. Diese Frage habe ich
mir bereits im Jahre 1975 gestellt, und meine Losung habe ich in einem Aufsatz mit dem Titel
»Modified Petri Nets as Flowcharts for Recursive Programs* verdffentlicht.

Wenn wir nach einer neuen Darstellungsmdglichkeit fiir einen zu beschreibenden Sachverhalt
suchen, sollte diese Bemiithung immer durch unsere Unzufriedenheit mit den aktuellen Be-
schreibungsformen motiviert sein. Selbstverstindlich gibt es kein strenges Mal} zur Beurtei-
lung von Beschreibungen, aber es ist durchaus moglich, beim Vergleich zweier Beschreibun-
gen des gleichen Sachverhalts eine Qualititswertung vorzunehmen. Man fragt sich einfach,
wie lange man braucht, um aus einer gegebenen Beschreibung zu einem befriedigenden Ver-
standnis des Beschriebenen zu kommen. Wenn man bei einer gegebenen Beschreibung einen
ganzen Tag benotigt, um zu einem befriedigenden Verstindnis zu kommen, kann dies zum
Anlass werden, nach einer deutlich besseren Beschreibung zu suchen. Nachdem man den
Sachverhalt schlieBlich verstanden hat, kann man néimlich durchaus zu der Uberzeugung ge-
langt sein, dass dieser Sachverhalt gar nicht so kompliziert ist, dass man unbedingt einen gan-
zen Tag benotigt, um ihn zu verstehen. Man kann durchaus intuitiv das Gefiihl haben, dass
eine deutlich bessere Beschreibung moglich sein miisste, aus der man das gleiche Verstindnis
in einer Stunde gewinnen kann. In einer dhnlichen Situation befand ich mich vor tiber 25 Jah-
ren, als mir eine Beschreibung eines rekursiven Programms vorlag, die ich auch nach einem
ganzen Tag noch nicht befriedigend verstanden hatte. Meine Uberlegungen, die zu einer neu-
en Form der Beschreibung fiihrte, mochte ich Thnen nun vorstellen.

In Bild 48 sind die Abldufe des Hauptprogramms und der Funktionsprozedur zur Fakultétsbe-
rechnung in Form von Petrinetzen dargestellt. Jedes dieser beiden Petrinetze ist durch eine
vertikale Linie in zwei Teile zerschnitten: Links befindet sich der leicht verstandliche Teil,
der die Schritte des jeweiligen Auftraggebers beschreibt, und rechts von der Schnittlinie be-
findet sich jeweils die schattierte Transition, die aus der Sicht des Auftraggebers in die Zu-
standigkeit eines Auftragnehmers fallt. Die Aufgabe des jeweiligen Auftragnehmers besteht
darin, die PRE-Belegung des Stacks in die POST-Belegung zu iiberfiihren. Aus der Sicht des
Hauptprogramms ist der Auftragnehmer durch die Funktionsprozedur definiert, und aus der
Sicht der Funktionsprozedur ist der Auftragnehmer auch durch die Funktionsprozedur defi-
niert. Man miisste also die schattierten Transitionen durch den Ablauf der Funktionsprozedur
ersetzen. Ein erster Versuch einer solchen Ersetzung ergibt die Struktur in Bild 49. Diese Ab-
laufstruktur kann aber noch nicht die endgiiltige Losung sein, denn hier gibt es eine nicht ent-
schiedene Verzweigung des Markenweges, der von der mit R bezeichneten Stelle ausgeht; R
steht hier fiir Return bzw. Riickkehr zum Auftraggeber.
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Hauptprogramm Fakultatsprozedur
®
PRE.TOP = m
TOP =0 l TOP >0
n := READ
PUSH (n) PUSH (TOP-1)
PRE-Stack PRE-Stack
in POST-Stack in POST-Stack
Uberflihren Uberflihren
POP nach fak POP nach fak
PRINT( fak ) TOP =1 I TOP := TOP * fak
POST.TOP = m!é
Auftraggeberseite Auftragnehmerseite Auftraggeberseite Auftragnehmerseite

Bild 48 Erster Ansatz zur Darstellung des Ablaufs der rekursiven Fakultdtsberechnung

Es ist leicht einzusehen, entlang welcher Wege die Marke im Falle der Berechnung von 4!
durch das Petrinetz in Bild 49 flieBen muss. Zuerst erreicht die Marke von links kommend die
Eintrittsstelle in die Prozedur. Danach wird viermal die Stack-Aufbauschleife durchlaufen.
Anschlielend wird viermal die Stack-Abbauschleife durchlaufen, und zum Schluss wandert
die Marke von der R-Stelle nach links ins Hauptprogramm zuriick.

i ﬁ}‘
Stackaufbau-Schleife
TOP =0 ‘ TOP >0
n := READ
PUSH (n) PUSH (TOP-1)
POP nach fak POP nach fak Stackabbau-Schleife
PRINT( fak ) | TOP := 1 ] TOP := TOP * fak

|
: 6

Bild 49 Zwischenergebnis auf der Suche nach einer Darstellung

Die Entscheidung, wohin eine auf R liegende Marke flieBen muss, ist anhand der Frage zu
entscheiden, woher denn der letzte Auftrag stammt, d.h. von welcher Stelle zuletzt der Proze-
dureingangsplatz belegt wurde. Auch hier gilt ja das Stack-Prinzip, dass der zuletzt erteilte
Auftrag derjenige ist, der als erster fertig wird. Deswegen reichern wir nun das Petrinetz aus
Bild 49 mit sogenannten Stack-Pldtzen an, wie es in Bild 50 gezeigt ist. Ein mit S bezeichne-
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ter Stack-Platz wird immer genau dann belegt, wenn eine Auftragserteilung erfolgt. Also
muss jedes Mal, wenn eine Marke vom R-Platz abflieBen muss, diese Marke zu einer Transi-
tion gehen, vor der eine S-Marke liegt. Um die Reihenfolge der Auftragserteilungen beriick-
sichtigen zu konnen, stellen wir uns einfach vor, auf den Stack-Marken wire jeweils der Zeit-
punkt ihrer Entstehung vermerkt. Dann fallt die Verzweigungsentscheidung bei R derart, dass
die Marke von R dorthin flie3t, wo die jliingste S-Marke liegt.

@®
,T\
TOP =0 J TOP >0
n:= READ
PUSH (n) PUSH (TOP-1)
POP nach fak POP nach fak
PRINT( fak ) [ TOP =1 | TOP := TOP * fak
KRL
O/

Bild 50 Endfassung der Darstellung des Ablaufs der rekursiven Fakultitsberechnung

Der S-Platz im Hauptprogramm ist nur mit einem einfachen Kreis berandet, womit symboli-
siert wird, dass hier maximal eine Marke liegen kann. Dagegen ist der S-Platz in der Funkti-
onsprozedur doppelt berandet, was darauf hinweisen soll, dass hier mehrere Marken gleich-

zeitig liegen diirfen. Diese mehreren Marken unterscheiden sich aber beziiglich ihres Alters.
Wenn sowohl auf dem S-Platz im Hauptprogramm als auch auf dem S-Platz in der Prozedur
Marken liegen, dann ist garantiert die Marke im Hauptprogramm die élteste. Deshalb erfolgt
die Riickkehr vom R-Platz ins Hauptprogramm erst ganz zum Schluss.

Wir haben nun also zwei unterschiedliche Stacks eingefiihrt. Der sogenannte Datenstack &u-
Bert sich in den expliziten PUSH- und POP-Operationen, die in den Transitionen stehen. Der
Stack fiir den Steuerfluss &duflert sich in den S-Plitzen des Petrinetzes.

Nun betrachten wir ein etwas komplizierteres Beispiel, nimlich die Tiirme von Hanoi. Auch
hier miissen wir wieder festlegen, wie die PRE- und POST-Belegung des Stacks aussehen
soll. Diese Festlegung geht aus dem zugehdrigen Petrinetz in Bild 51 hervor.

Nicht nur in den hier betrachteten Beispielen, sondern ganz allgemein gilt die Regel, dass man
Petrinetze, die rekursive Vorginge veranschaulichen, nicht lesen sollte, indem man die
Schleifen verfolgt. Es geniigt vollkommen, die jeweiligen Ablaufe zu verstehen, die sich unter
der Annahme ergeben, dass es jeweils einen Auftragnehmer gibt, der garantiert die PRE-
Belegung des Stacks in die geforderte POST-Belegung iiberfithren wird (s. Bild 48). Man
muss also stets nur darauf achten, dass die PUSH/ POP- Bilanz in den Abldufen ausgeglichen
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ist. Am Beispiel des Bildes 51 heil3t dies, dass es geniigt, die in den beiden groflen Rechtecken
enthaltenen Ablaufteile zu verstehen. Der Steuermechanismus auf der Grundlage des Stack-
Konzepts bringt die Garantie, dass zu jeder Auftragserteilung die zugehorige Ergebnisriick-
kehr geliefert wird.

® PRE.TOP = (m, s, h, 2)

n := READ
PUSH (m, L, M, R)

—

POP

Ausgabe("s > z") Ausgabe("s >z" )

PUSH (m-1, h, s, 2)

POST = PRE

@

o)
Bild 51 Ablauf fiir das Spiel ,,Die Tiirme von Hanoi*

Ich habe schon frither darauf hingewiesen, dass in den Fillen, wo eine rekursive Losung be-
sonders plausibel ist, man immer die Frage stellen sollte, ob diese Losung denn auch hinsicht-
lich des Zeit- und Speicheraufwands akzeptabel ist, oder ob man nicht doch nach einer in die-
ser Hinsicht giinstigeren Losung suchen sollte. Wir stellen nun also die Frage, ob die in Bild
51 dargestellte Losung im Hinblick auf den Aufwand verbesserungsbediirftig ist.

Es sind zwei Fragen, die wir durch Analyse der Ablaufstruktur in Bild 51 beantworten miis-
sen:

(1) Wie oft werden die einzelnen Abschnitte des Petrinetzes durchlaufen?
(2) Wie hoch wird der Stack im duflersten Falle?

Da in jedem der beiden Zweige der Fallunterscheidung im Ablauf jeweils eine Ausgabean-
weisung steht, wird die Prozedur genauso oft aufgerufen, wie es Spielschritte in der optimalen
Folge gibt. Dies sind 2"-1 Schritte. Der linke Pfad der Fallunterscheidung, der zu der Bewe-
gung der kleinsten Scheibe gehért, wird 2" mal durchlaufen. Die kleinste Scheibe wird in
jedem zweiten Spielschritt bewegt. Der mittlere Abschnitt des rechten Pfades wird 2"'-1 mal
durchlaufen. Der Stack kann nie mehr als n Elemente enthalten, wenn n die Anzahl der Schei-
ben im Spiel ist.

Diese Analyseergebnisse geben keinen Anlass zu der Befiirchtung, dass der rekursive Algo-
rithmus einen unzuléssig hohen Laufzeit- oder Speicheraufwand erfordert. Der Speicherauf-
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wand wichst nur linear mit der Scheibenanzahl n. Der Laufzeitaufwand wéchst zwar expo-
nentiell mit der Scheibenanzahl, aber dieser Aufwand kann auch durch andere Algorithmen
nicht reduziert werden, denn die optimale Schrittfolge erfordert 2"-1 Schritte.

Zeitvarianter Systemaufbau

Bei der Frage, wie wir rekursive Ablaufe realisieren konnen, ergab sich als Losung das ent-
sprechend modifizierte Petrinetz, worin es neben dem Daten-Stack noch den Marken-Stack
gibt. Ich hitte aber auch eine andere Sicht vorstellen kénnen, die ich jetzt kurz erwéhnen will.
Mit jedem Prozeduraufruf, egal ob es sich um einen rekursiven oder um einen nichtrekursiven
Aufruf handelt, konnen wir die Vorstellung verbinden, dass eine neue Systemkomponente ge-
schaffen wird, deren Verhalten durch durch die Prozedur beschrieben wird. Diese Vorstellung
ist eine Konsequenz unserer strikten Trennung der Systembeschreibung vom beschriebenen
System. Wenn ich eine Zeichnung anfertige, welche die Struktur einer Hundehiitte zeigt, wird
niemand diese Zeichnung mit einer konkreten Hundehiitte verwechseln. Ich kann nun gemé0
dieser Zeichnung mehrere Hundehiitten herstellen, die alle das gemeinsame Merkmal haben,
dass sie durch die Zeichnung korrekt beschrieben sind. Der Programmtext ist in jedem Falle
Beschreibung. Daneben miissen wir uns aber immer das beschriebene dynamische System
vorstellen. In diesem System sehen wir agierende Akteure, deren Agieren sich auf sogenann-
ten Aktionsfeldern duflert. Wenn ich auf die Tafel schreibe, bin ich der Akteur und die Tafel
ist das Aktionsfeld. Wenn ich zu Ihnen spreche, bin ich der Akteur und die Luft zwischen Ih-
nen und mir ist das Aktionsfeld.

Die Menge der Akteure in einem System muss nicht notwendigerweise konstant sein. Wir
konnen durchaus die Vorstellung haben, dass ein Akteur einen weiteren Akteur erzeugt oder
einen bestehenden Akteur eliminiert. Dies entspricht der Vorstellung, dass ein Mensch gebo-
ren wird oder stirbt. Rekursive Abldufe sind besonders geeignet fiir die Vorstellung des Ent-
stehens und Verschwindens von Akteuren.

In Bild 52 sind die Akteure gezeigt, die am Vorgang der Berechnung von 4! beteiligt sind.
Der links auflen liegende Akteur ist der auftraggebende Mensch, der den Auftrag an den ers-
ten Fakultatsakteur vergibt. Dieser kann die Aufgabe nicht erledigen, ohne einen weiteren Ak-
teur zu erzeugen, dem er die Aufgabe gibt, 3! zu berechnen. Auch dieser erzeugt wieder einen
Akteur usw. Erst der ganz rechts auflen liegende Akteur, der 0! berechnen soll, braucht keinen
weiteren Helfer zu erzeugen, sondern kann das Ergebnis liefern. Nachdem das jeweilige Er-
gebnis an den jeweils links liegenden Auftraggeber abgeliefert wurde, kann der ergebnislie-
fernde Akteur verschwinden, denn nun wird er nicht mehr gebraucht. Man kann die Vorstel-
lung haben, dass er Selbstmord begeht.

O O TO-
@l

FAK FAK FAK FAK

e FAK

Bild 52 Maximale Akteurskette bei der Berechnung von 4!
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